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ТЕМА 1. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЕДЕЛОВ 
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1.2. Раскрытие неопределенности вида ∞−∞  
 
Пример. Вычислить предел ( )2 2lim 11 9x x x→∞ + − − . 
Решение.  
( )2 2lim 11 9x x x→∞ + − − =  
( )( )2 2 2 2
2 2
11 9 11 9
lim
11 9x
x x x x
x x→∞






2 2 2 2
11 9 20lim lim 0.
11 9 11 9x x
x x
x x x x→∞ →∞
+ − +
= = =
+ + − + + −
 
 



















2.2. 2 4 1 2 5 .
2.3. 3 3 .
2.4. 10 1 .
2.5. 6 2 2 .
2.6. 3 1 3 2 .
2.7. 4 2 4 .
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3 1 1 24 3x x x
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3 3 4 2
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ТЕМА 2. ПЕРВЫЙ ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЙ ПРЕДЕЛ 
 
 






= .  
Следствием являются формулы: 
0 0




= =  










0 0 0 0
sin 2 sin 2 3 2 sin 2 3 2 2lim lim lim lim .
sin 3 sin 3 2 3 2 sin 3 3 3x x x x
x x x x x
x x x x x→ → → →
⋅ ⋅










2 20 0 0
1 cos 6 1 cos 45.1. lim tg ctg3 . 5.2. lim . 5.3. lim .
tg2
1 cos10 4 1 cos 65.4. lim . 5.5. lim sin . 5.6. lim .
1 cos 6 3



























1 cos8 sin 5 1 cos 4. 5.11. lim . 5.12. lim .
tg7 1 cos 2
cos 2 cos8 sin 3 sin5.13. lim . 5.14. lim . 5.15. lim .
sin 4 sin 3






























tg2 ctg35.19. lim sin ctg 2 . 5.20. lim . 5.21. lim .
tg5 sin 5
tg3 sin5.22. lim tg3 ctg2 . 5.23. lim . 5.24. lim .
tg4 sin 5























tg4 25.28. lim tg4 ctg9 . 5.29. lim . 5.30. lim .
sin sin 7 sin 9x x x
x
x xx x






ТЕМА 3. ВТОРОЙ ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЙ ПРЕДЕЛ 
 
Второй замечательный предел применяется для раскрытия не-
определенности вида 1∞ . 








= ∞ . Тогда имеем  
( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( )( ) ( )




lim 1 lim 1 1
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 − − 
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+ + +  = = =  + +   
 









− − − +  
Решение. Имеем 
 
( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1
lim 1 ln 2 1 ln 2 3
2 1 2 1lim ln ln lim










− ⋅ − − + = ∞ −∞ =
− −   = = =   + +   
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( )4 12 3 2 3 4 11 lim4 22 3
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Замечание. Отметим, что, например,  
 








+   = = ∞   −   
       








+   = =   +   
 
 
Задание 6. Найти предел функции. 
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
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3 2
6.25. lim 1 arcsin8 . 6.26. lim 5 2 .
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ТЕМА 4. НЕПРЕРЫВНОСТЬ И ТОЧКИ РАЗРЫВА ФУНКЦИИ 
 











Решение. Область определения данной функции  
( ) { } { }3 0 \ 3D f x x R= + ≠ = − . Следовательно 0 3x = −  – точка 




1 4lim т.к. 3 0, то 3 3 0 ;
3 0




x x x x
x





= → − − < − ⇒ + < = = +∞
+ −
− −




Следовательно, 0 3x = −  – точка разрыва второго рода. 





ln , 0 3,
4, 3.
x x









Решение. Область определения данной функции ( )D f R= . 
Поскольку функция задана различными выражениями, проверить на 
непрерывность надо точки «стыка», т.е. 1 0x = , 2 3x = . 
Исследуем точку 1 0x = . Здесь ( )0 0f = . Вычислим 
( )
0 0 0 0
lim lim 4 0
x x
f x x
→ − → −
= = , ( )




→ + → +
= = −∞ . Имеем 
1 0x =  – точка разрыва второго рода. 
Исследуем точку 2 3x = . Здесь ( )3 ln 3f = . Вычислим 
( )
3 0 3 0
lim lim ln ln 3
x x
f x x
→ − → −
= = ,  ( ) ( )2
3 0 3 0
lim lim 4 13
x x
f x x
→ + → +
= + = . 
Так как ( ) ( )
3 0 3 0
lim lim
x x
f x f x
→ − → +
≠ , но эти пределы существуют и 
конечны, то 2 3x = - точка разрыва первого рода. 








sin 4 , .
x x










Решение. Область определения данной функции  
( ) { }\ 5D f R= − . Следовательно 1 5x = −  – точка разрыва.  
Кроме этого, функция может иметь разрыв в точках «стыка» 





5 0 5 0




f x −∞+ − +∞→− − →− −






5 0 5 0
lim lim 2 2 2x
x x
f x +∞+ +
→− + →− +
= = = = +∞ . 
 
Следовательно, точка 1 5x = −  – точка разрыва второго рода. 




0 0 0 0
lim lim 2 2x
x x
f x +
→ − → −
= = ,    ( ) ( )2
0 0 0 0
lim lim 2 2
x x
f x x
→ + → +
= + = . 
 
Так как ( ) ( ) ( )
0 0 0 0
lim lim 0 2
x x
f x f x f
→ − → +
= = = , то 2 0x =  – точка 
непрерывности. 
Исследуем точку 3x = π . Имеем ( ) 0f π = . Вычислим  
 
( ) ( )2 2
0 0




= + = π + , 
( )
0 0




= = π = . 
 




f x f x
→π− →π+
≠ , но эти пределы существуют и 
конечны, то 3x = π  – точка разрыва первого рода. 
 
Задание 7. Исследовать на непрерывность функцию. 
 
( ) ( ) ( )
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ТЕМА 5. ПРОИЗВОДНАЯ.  
ПРАВИЛА И ФОРМУЛЫ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 
 
Пример. Найти производную функции 4 51 5
5





( )4 5 4 5 3 5
4 4 3 4 8
1 5 1 5 4 1 5
5 5 5
1 25 4 45
5
x x xy x x x x x x
x x x x x
′     ′′ = − + + − + = − + +     
     






Задание 8. Пользуясь таблицей производных и правилами 
дифференцирования найти производные следующих функций: 
 
( )3 4 38.1. 3 2 1y x x x x= − + − .    2 31 18.2. 10 3
xy x
x x
























































= .  8.12.
xey
x
= . 28.13. 4 ctgy x x= . 

































.   8.23. 3cos ctgy x x= − ⋅ . 
2
1 18.24. lny x
x x


































ТЕМА 6. ПРОИЗВОДНАЯ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ 
 
Пример. Найти производную функции ( )
4 2 5
3
tg x xy += . 
Решение.  
 
( ) ( ) ( ) ( )
4 2 5 3 2
2 2
13 ln 3 4 5 2 5
cos 5
tg x xy tg x x x
x x




Задание 9. Найти производные сложных функций: 
 
( )39.1. 1 5y x= + . ( )9.2. sin 5 2y x= + .   29.3. cosy x= . 
29.4. tg 2y x= . 3 59.5. 2y x= + .   ( )59.6. 2 3y x= + . 







.    
3 1ctg
9.12. 2 xy = . 
( )9.13. arcsin siny x= . 29.14. 5 xy e−= .   9.15. ln tg
2
xy = . 
9.16. ln arctgy x= . .    ( )3 29.17. sin 3 1y x x= + + . 
9.18. ln ln tgy x= . 9.19. y x x= + .   9.20. ln siny x= . 
9.21. arccos
6
xy = . ( )49.22. arcsiny x= .  
1tg
9.23. 2 xy = . 
29.24. ln arctg 1y x= + . ( )5 3 29.25. cos 3 2 2 1 .y x x x= + + −  
9.26. ln ln .y x=  3 29.27. ln .y x=    9.28. ln ln lny x=  






ТЕМА 7. ПРОИЗВОДНАЯ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ.  
ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 
 
Пример. Найти производную функции ln3
x
xy = . 
Решение. ln ln 2





































3 510.4. sin 2 cos8y x x= ⋅ .  ( ) 210.5. ln 3 arctg 2y x x= − ⋅ . 
sin 310.6. 2 arctgxy x= ⋅ .  sin10.7. 5 arctg4xy x−= ⋅ . 
( )cos 210.8. 3 ln 2 8xy x x= ⋅ − +  2 410.9. 5 arccos 4xy x−= ⋅ . 
( )3 210.10. cos ln 3 xy x e−= ⋅ .       ( )1110.11. 2 3 arccos 3y x x= + ⋅ . 
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ТЕМА 8. ЛОГАРИФМИЧЕСКОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 
 
Пример. Найти производную функции xy x= . 
Решение. Применяя логарифмическое дифференцирование, 
находим: 
 
ln ln ;y x x=  ( ) 1ln ln ln ln 1y x x x x x x x
y x
′ ′′= + = + ⋅ = + ; 
( ) ( )ln 1 ln 1xy y x x x′ = + = + . 
 
Задание 11. Найти производные следующих функций: 
 
( )11.1. sin xy x= . 
1
11.2. xy x= .  ( )sin 211.3. cos xy x= . 
( )
3
11.4. ctg xy x= . ( )
2

















































xey x= . 
( )
2 111.13. sin 3 xy x += . ( )
2
11.14. cos 2 xy x= .
2
11.15.




11.16. ctg2 xx . ( )
2111.17. sin 5 xx + . ( )11.18. ln 5 xy x= . 
arcsin11.19. xy x= . ( )211.20. ln xy x= . arctg11.21. xy x=  . 
ctg11.22. xy x= .  ( )
2
















xxy  =  
 
. ( )sin11.27. ctg xy x= . 
2tg11.28. xy x= . 
5
11.29.
xey x= . 
1
211.30. xy x= . 
 
 
ТЕМА 9. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКИ  
ЗАДАННЫХ ФУНКЦИЙ 
 
Пример. Найти производную функции, заданной параметриче-
ски  210 ,x t y t= = . 











ty t′ = = . 
 
Задание 12. Найти производные функций, заданных пара-
метрически: 
 
2 312.1. ,x t y t= = .   12.2. cos , sinx a t y a t= = . 
3 312.3. ,x t y t t= = + .  3 312.4. cos , sinx a t y a t= = . 
( )212.5. 2 , ln 1x t t y t= + = + . 12.6. 3cos , 3sinx t y t= = . 
12.7. cos , sinx a t y b t= = .  2 212.8. cos , sinx t y t= = . 
12.9. sin , cosx a t y a t= = .              3 312.10. sin , cosx a t y a t= = . 
212.11. 2 , 3 5x t y t t= = − .  12.12. ln , sin 2x t y t= = . 
12.13. cos , sinx t t y t t= = .              ( )12.14. 1 cos ,x a t y at= − = . 
 24 
( )12.15. 1 sin , cosx t t y t t= − = . 212.16. , cos 2tx e y t= = . 
12.17. sin , cost tx e t y e t−= = . 12.18. , .a t tx y














3 212.21. 3cos 3 , 4sinx t y t= = . 
2212.22. 1, tx t y e= + = . 
2 312.23. 1,x t t y t t= + + = + . 12.24. sin , cos
2
tx y t= = . 





= = . 
12.27. cos , 3 sinx t t y t t= = .             12.28. cos , sin
2
tx y t t= = − . 
12.29. cos , sinx at y at= = .         12.30. tg ctg , 3ln ctgx t t y t= + = . 
 
 
ТЕМА 10. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ 
 
Пример. Найти производную неявной функции  
 
3 2 22 5 5 0x x y x y− + + − = . 
 
Решение. Дифференцируя по х обе части уравнения, получаем 
 











Задание 13. Найти производные неявных функций. 
 
213.1. 2 0y x− =  2 213.2. 5 0x y+ − =  13.3. ln 2 0y x− = . 
13.4. 0xe x y+ + = . 213.5. 4 0xy − = .      13.6. arctg 0y y x− + = . 
13.7. 3 1 0x y xye e+ − − = . 2 213.8. 4 10 4 0x y x y+ − − + = . 
2 213.9. 5 3 2 2 0x y xy y+ − + = .  
2 2 2
3 3 313.10. x y a+ = . 
 25 
13.11. yx y x= .   ( )13.12. tgy x y= + . 
13.13. x ye e y x− = − .              2 213.14. 6 3 2 3 0x xy y+ + + = . 
3 313.15. 4 0x y xy+ − = .  13.16. ln 3y y x+ = + . 
2 213.17. 5 7 0x xy y+ + − = .  13.18. 3x y+ = . 
2 213.19. 4 4 4 2 10 0x xy y x y− + − − + = . 
2 213.20. 3 4 4 4 0x xy y x y+ + − − + = .   213.21. sin 0y xy y+ + = . 
13.22. 3 0y ye e xy− − + = .  13.23. 0y xx y− = . 
3 313.24. 4xye x y− − = .  13.25. arctg 3xxy
y
− = . 
3 313.26. 9 0x y+ − = .  13.27. 2 2 2x y x y++ = . 





− = . 
3 213.30. 3 ln 3 0yx y x e+ − = . 
 
 
ТЕМА 11. ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 
 
Пример 11.1. Исследовать на непрерывность функцию  
Дана функция 4 3 23 2 5 7y x x x x= − + − + .  
Вычислить  ( ) ( )1 , 0f f′′ ′′− . 
Решение. Находим общие выражения для производных первого 
и второго порядка: 
 
( ) 3 24 9 4 5f x x x x′ = − + − , 
( ) ( )( ) 3 2 2(4 9 4 5) 12 18 4f x f x x x x x x′′′ ′ ′= = − + − = − + . 
 
Подставляя в последнее выражение 1 21, 0x x= − = , получаем  
 
( ) ( )1 34, 0 4f f′′ ′′− = = . 
 26 
Пример 11.2. Дана  функция 2 3,x t y t= = . Найти вторую про-
изводную в точке ( )0 1;1M . 
Решение. Воспользуемся формулами 
 
( ) 22 3 3, 2 , 3 .
2 2
xt t
x xx t t x
t t
yy ty y x t y t y t
x x t
′′′
′ ′′ ′ ′ ′= = ⇒ = = ⇒ = =
′ ′
 
Имеем ( ) 3
2x t






′′ = = . 
При 0 0 1x y= =  получаем 0 1t = . Тогда 
3 3





Пример 11.3. Вычислить значение второй производной неявной 
функции 0xe x y+ ⋅ =  в точке ( )1,M e− . 
Решение. Находим производную первого порядка неявной 
функции, заданной уравнением 0xe x y+ ⋅ = : 0xe y x y′+ + ⋅ = . 
Разрешая последнее уравнение относительно y′ , получаем 
xe yy
x
+′ = − . Дифференцируя данное уравнение вторично, получаем  
 
( ) ( )
2
x xx e y x e ye yy
x x




Имеем 0 01,x y e= = − .  




e ey −′ = − = .  
Вычисляем 






+ ⋅ − −
′′ = − = − . 
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114.1. 5 , 0. 14.2. ln , 1.
214.3. ln 4 , . 14.4. arccos , 4.
16
,sin ,
14.5. . 14.6. 1.
1 cos , 4 ,
1 2 sin ,sin 2 ,
14.7. 0. 14.8.2
2 1 cos ,cos ,
x
t
y x x y x x
x
y ctg x x y x
x
x ex t t
t t
y t y t






= + = = ⋅ =
= = = =




















14.9. 3 , 0, 0 . 14.10. .
ln sin , 4
2 ,
14.11. 4 0, 1, 2 . 14.12. 1.
8 1,
1,
14.13. 25 0, 3,4 . 14.14. 2.
,




tg y x y M t
y t t
x t t
x y M t
y t t
x t









= + = = −
 = −
⋅ − = =
= − −


















14.17. 2 , 1. 14.18. ln 1 4 , 0.
14.19. cos3 , 0. 14.20.2 1 , 4, 1.









f x x x x f x x
f x e x x y xy x y








= + = = + =
= ⋅ = = + = =
















14.23. 27 , 2, 1.
14.24. ln , 1.
114.25. 4 7 , , 0.
4
14.26. 5 4 , 0.
14.27. 3 7 , 4, 1.
114.28. ln 2, , 1.
2
14.29. 5 , 0.
14.30.
y
y x y x y x y
yy x x y
x
e x y x y
arctg y x y x y
y xy x y
yy x y
x
x y x y x y
y x
= + − − = =
 = + = = 
 
= − = =
= + = =
= + = − =
− = = − =
+ = = =
− = 0 0cos , 1, 0.y x y= − =
 
 
ТЕМА 12. КАСАТЕЛЬНАЯ И НОРМАЛЬ  
К ПЛОСКОЙ КРИВОЙ 
 
Пример 12.1. Составить уравнение касательной и нормали к 
линии 3 25 10 7y x x x= − + −  в точке ( )1, 1M − . 
Решение. Воспользуемся уравнениями касательной и нормали к 
плоской кривой ( )y f x=  в точке ( )0 0 0,M x y  соответственно: 
( ) ( )0 0 0 ,y y f x x x′− = ⋅ −    (12.1) 
( ) ( )0 00
1 .y y x x
f x
− = − ⋅ −
′
   (12.2) 
 
Находим производную ( )f x : ( ) 23 10 10f x x x′ = − + .  
Вычисляем значение ( )f x′  в точке ( )0 1: 1 3x f ′= = .  
Подставляя эти значения в формулы (12.1) и (12.2) (учитывая, 
что 0 1y = − ) получаем: ( ) ( )1 3 1y x− − = ⋅ −  или 3 4 0x y− − =  – 
уравнение касательной; ( ) ( )11 1
3
y x− − = − −  или 3 2 0x y+ + =  – 
уравнение нормали. 
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Пример 12.2. Составить уравнение касательной к линии, задан-
ной параметрическими уравнениями 2,x t y t= =  в точке 0 2t = . 
Решение. Имеем 0 02, 4x y= = . 
 
2; 1, 2 2 .
1
t
x t t x
t
y ty x y t y t
x
′




Вычисляем ( )0 2 2 4y x′ = ⋅ = . Составляем уравнения по форму-
лам (12.1), (12.2): 
( )4 4 1y x− = ⋅ −  или 4 0x y− = – уравнение касательной, 
( )14 1
4
y x− = − ⋅ −  или 4 17 0x y+ − =  – уравнение нормали. 
Пример 12.3. Составить уравнения касательной и нормали к линии, 
заданной неявным уравнением 2 29 4 6 8 16 50 0x xy y x y+ + − + − =   
в точке ( )2;1M . 
Решение. Дифференцируем данное уравнение  
 







− −′ ′ =
+ +
.  
Вычисляем My′  при 0 0
82, 1:
9M




y x− = − ⋅ −  или 8 9 25 0x y+ − =  – уравнение касательной, 
( )91 2
8
y x− = ⋅ −  или 9 8 10 0x y− − =  – уравнение нормали. 
 
Задание 15. Составить уравнения касательной и нормали к 
линии в заданной точке. 
 
( ) ( )
( ) ( )
2 3
2
15.1. 3 7, 5; 3 . 15.2. 4 6, 1;1 .
15.3. , 0;0 . 15.4. ln( 4), 0; ln 4 .x
y x x M y x x M
y x e M y x x M−
= − + − = + + −
= ⋅ = + +
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( ) ( )









15.5. cos , ; 1 . 15.6. ln , ;1 .
15.7. 2 6 34, 1; 1 .
15.8. 7 3, 1; 3 .
15.9. sin 0, 0;0 .
sin115.10. 1, , 1. 15.11. , .
1 cos2
1
15.12. 4sin 6 , ;4 . 15.13.
2
y x M y x M e
x y M
y x x M
y x y y M
x t t









+ + − =
= − + −
+ ⋅ + =
= −
= + = = = = −− 
= + =  
  =
( )














215.14. 25 0, 3;4 . 15.15. , 0.
4
15.16. 2 1 , 1;1 . 15.17. 2 0, 2;1 .
15.18. 25 9, 1;4 . 15.19. , 3.







x y M t
y t
y xy M xy M
x t
y x M t
y t
x e





 =+ − = =
 = −
= + − =















15.22. 4 4 , 1;0 . 15.23. , .
43sin
arccos
15.24. sin , 0;0 . 15.25. , 0.
1
6 4
15.26. 2, 1;1 . 15.27. , 1.
3
y x ty e x M t
y t
x t
y x y M t
y t
x t
x y M t
y t
π =

















15.28. sin , .
315.29. arccos , .
2
15.30. sin , 1;1 .
y x x
y x x x
x y y M






ТЕМА 13. ПРАВИЛО ЛОПИТАЛЯ–БЕРНУЛЛИ  
 
Если ( )y f x=  и ( )y xϕ=  – дифференцируемые бесконечно 







x a x a
f x f x




.                            (13.1) 
 
Формулой (13.1) выражается правило Лопиталя–Бернулли. 










Решение. Имеем неопределенность вида 
0
0
. Раскроем эту не-
определенность с помощью правила Лопиталя – Бернулли. По фор-
муле (13.1) получаем 
 
( )
( )20 0 2
0
cos 1cos 1 0lim lim
05 5







x x x x






















Решение. Чтобы раскрыть неопределенность вида 
0
0
 в этом при-










2 22 2 0lim lim
01 1
2 22 2 0 2lim lim lim 1.











′−−  = = =  ′ − −
′−− − = = = = = − − ′  −
 
 

















′∞ = = = = ∞ ′ 
. 
Пример 13.4. Найти 20
1 2lim
1xx x e→
 − − 
. 
Решение. Это неопределенность вида ∞−∞ . Приведя выраже-













1 2 1 2 0lim lim
01 1







x e x e
e x e
e x ex e
→ →
→ →
− −   − = = =  −    −






2 2 20 02 2
2 2 4 4lim lim 1.
42 2 41 2
x x
x x xx xx x
e e
e e x ee x e→ →
′−
= = = =
′ + + ⋅− + ⋅
 
 













ln 1 tg sin16.1. lim . 16.2. lim .
cos3
516.3. lim 4 1 . 16.4. lim .
5ln
arctg 116.5. lim . 16.6. lim .
2arctgx
































−  − 
 









1 ln sin 5.9. lim tg . 16.10. lim .
cos ln sin 2
ln 5 ln sin 2
16.11. lim . 16.12. lim .
ln sin 53
tg 316.13. lim . 16.14. lim sin .
tg2

























 ⋅  
 













tg sin 1 cos816.17. lim . 16.18. lim .
4 sin tg 2
1 3 116.19. lim . 16.20. lim .
3 cos 16
arcsin 416.21. lim tg . 16.22. lim .
2 5 5










































16.25. lim . 16.26. lim .
2sin 1
ln 7
16.27. lim . 16.28. lim 1 ctg .
3

































ТЕМА 14. ВОЗРАСТАНИЕ И УБЫВАНИЕ ФУНКЦИИ.  
ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ. НАИБОЛЬШЕЕ  
И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ 
 
Пример 14.1. Найти промежутки возрастания и убывания функ-
ции ( ) 39 3f x x x= −  
Решение. Данная функция определена при всех ( ),x∈ −∞ +∞ . 
Производная этой функции ( ) 29 9f x x′ = −  обращается в ноль в 
точках 1 21, 1x x= − = , которые делят область определения на три 
интервала: ( ) ( ) ( ), 1 , 1,1 , 1,−∞ − − +∞ . 
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Поскольку ( ) ( )( )9 1 1 0f x x x′ = − + <  при 1x < − , то функция 
убывает на промежутке ( ), 1−∞ − . Так как ( ) 0f x′ >  при 
1 1x− < < , то функция возрастает на промежутке ( )1,1− .  
Аналогично устанавливаем, что на промежутке  ( )1,+∞  функ-
ция убывает (ибо ( ) 0f x′ <  при 1x > ). 
Пример 14.2. Найти экстремумы функции ( ) 5 4 35 5 2f x x x x= − + + . 
Решение. Производная данной функции ( ) 4 3 25 20 15f x x x x′ = − +  
определена для всех х и обращается в ноль при 1 2 30, 1, 3x x x= = = . 
Исследуем эти критические точки с помощью второй производной 
( ) 3 220 60 30f x x x x′′ = − + . 
Поскольку ( )1 10 0f ′′ = − < , то 2 1x =  – точка максимума; так 
как ( )3 90 0f ′′ = > , то 3 3x =  – точка минимума. 
В точке ( )1 0 0 0x f ′′= = , поэтому для исследования точки 
1 0x =  используем первое правило. 
Так как ( ) 0f x′ >  при 0x−∞ < <  и ( ) 0f x′ >  при 0 1x< < , то 
1 0x =  не является точкой экстремума. 
Вычисляем значения экстремумов: 
 
( ) ( ) ( ) ( )max 1 3, min 3 25f x f f x f= = = = − . 
 
Пример 14.3. Найти экстремумы функции ( ) 3 31f x x= − . 
Решение. Находим производную функции ( ) ( )
1
3 31 .f x x= −  









xf x x x
x
′ = − ⋅ − = −
−
 и критические точки 
1 0x = , 2 1x = . 
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(При 1 0x =  ( ) 0f x′ = , при 2 1x = производная терпит разрыв).  
Исследуем критические точки с помощью первого правила. 
Так как ( ) 0f x′ <  при ( ) ( ) ( );0 0;1 1;x∈ −∞ +∞  , то есть 
функция ( )f x  убывает, то точки 1 0x =  и 2 1x =  не являются точ-
ками экстремума и, следовательно, данная функция не имеет экс-
тремумов. 
Пример 14.4. Найти наибольшее и наименьшее значения функ-
ции ( ) 3 12 5f x x x= − +  на отрезке [ ]0;3 . 
Решение. Находим производную функции: ( ) 23 12f x x′ = −  и 
критические точки 1 2x = − ; 2 2x = . Точка 1 2x = −  не принадлежит 
отрезку [ ]0;3 . 
Вычисляем значения функции в критической точке 2 2x =  и на 
концах отрезка: 
 
( ) ( ) ( )3 32 2 12 2 5 11; 0 5; 3 3 12 3 5 4.f f f= − ⋅ + = − = = − ⋅ + = −  
 
Следовательно, наименьшее значение функции на данном отрез-
ке равно -11, а наибольшее равно 5. 
 
Задание 17. Найти промежутки возрастания и убывания 
функции. 
 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
3 3 2





17.1. 4 7. 17.2. 2 4 3.
17.3. 4 5. 17.4. 5 6.
17.5. 1. 17.6. 4 .
317.7. . 17.8. ln .
1 3
117.9. . 17.10. .
31
f x x x f x x x
f x x x f x x x
f x x x f x x x
x xf x f x
x x
xf x f x x x
x
= + − = − +
= − + = − −








Задание 18. Найти экстремумы функции. 
( ) ( )
( ) ( )




( ) ( )
3 3 2
4 2 2 4
6 4 2 2
3 4
2
18.1. 3 5. 18.2. 3 4.
18.3. 10 15. 18.4. 13 30.
18.5. 6 9 . 18.6. ln .
18.8. . 18.8. .
2





f x x x f x x x
f x x x f x x x
f x x x x f x x x
e e
f x f x x e




= − + = + −
= − + = − +








Задание 19. Найти наибольшее и наименьшее значения  














19.1. 3 6, 2, 2.
1 119.2. 4 , , 3.
4
319.3. , 0, 4.
2
1 119.4. , , .
2 21
119.5. , 1, 3.
4
f x x x a b
f x x a b
x
xf x a b
x
xf x a b
x
xf x a b
x
= + − = − =




= = − =
−
−





1 1 119.6. ln , , .
1 4 4
19.7. ln( 4), 0, 3.
xf x a b
x
f x x x a b
+
= = − =
−








19.8. 2 , 2, 2 .
19.9. , 2, 0.





f x a b e
f x x e a b
f x x e a b−
= = =
= ⋅ = − =
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